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diverse rotaties

Toepassing 1, doos met deksel
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Stel je hebt een doos zoals hiernaast, in de vorm van een balk ABCD.EFGH. 

De afmetingen van de doos zijn: 6 breed, 5 diep en 4 hoog. 

Het bovenvlak EFGH is een deksel, dat met een scharnier is bevestigd aan de doos, zodat het deksel langs FG kan draaien.

Stel de doos staat op de grond. Je draait het deksel open, en je draait door tot EH op de grond rust.

Gevraagd wordt de tekening te maken, en de draaihoek uit te rekenen.

Probeer het eerst zelf, en kijk dan verderop in deze lesbrief naar de oplossing.
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Toepassing 2, rotaties van een kubus

Stel je hebt een kubus ABCD.EFGH met ribben 4. 

We onderzoeken rotaties, waarbij de kubus in zichzelf overgaat.  Hiermee bedoelen we dat het rotatiebeeld van de kubus weer dezelfde kubus is, maar waarbij tenminste één punt van plaats is veranderd.

Hiernaast staan van de meest voor de hand liggende rotaties de rotatieassen getekend. 

We bekijken allereerst de rotaties met een (rode) as door de middens van overstaande vlakken.

Zo is de verticale lijn IJ een rotatie-as waarbij je kunt draaien over 90( (A gaat dan over in B), over 180( (A gaat over in C) en over 270( (A gaat over in D). Aldus zijn er 3 (rode) rotatie-assen, elk met 3 rotaties, dus 9 rotaties met een rode rotatie-as.

Elke blauw getekende rotatie-as verbindt de middens van twee schuin tegenover elkaar lopende ribben.

Zo kun je de kubus roteren over VT over 180(, waarbij A overgaat in B, en E in C.

Er zijn dus 6 rotaties met een blauwe rotatie-as.
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Minder voor de hand liggend zijn de rotaties langs lichaamsdiagonalen. De tekening hiernaast verduidelijkt de situatie, waarin ( ACF gelijkzijdig is, en waarin lichaamsdiagonaal HB deze driehoek in het driehoeksmidden M loodrecht snijdt. (Het voert te ver om dit hier te verklaren.)

Omdat een gelijkzijdige driehoek op zichzelf past na eenderde slag draaien, gaat A over in F bij rotatie oer 120( met HB als rotatie-as. Hierbij gaat F over in C en C in F.

Maar ook gaat E over in G, G over in D en D over in E. Immers ( EGD is ook gelijkzijdig met dezelfde HB als rotatie-as. Dit wordt duidelijk wanneer we de rotatiebanen erbij tekenen. Zie volgende tekening.
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 Samengevat: de punten gaan als volgt in elkaar over: A ( F, F ( C, C ( A, E ( G, G ( D, 

D ( E, B en H blijven op hun plaats.

Er is nog een rotatie met as HB over 240(, waarbij onder andere A ( C.

Per lichaamsdiagonaal zijn er dus 2 rotaties mogelijk die de kubus op zichzelf afbeelden.

Omdat er 4 lichaamsdiagonalen zijn, zijn er 8 rotaties met een lichaamsdiagonaal als as.

In totaal zijn er 9 + 6 + 8 = 23 rotaties mogelijk waarbij de kubus zijn eigen beeld is.
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Toepassing 3, rotaties van een tetraëder

Stel je hebt een tetraëder ABCD met ribben 6. 

We vragen ons af, op hoeveel manieren de tetraëder in zichzelf kan overgaan via een rotatie. 

De eerste vier rotatie-assen zijn relatief eenvoudig in te zien: vanuit een hoekpunt naar het midden van de overstaande zijde. In de tekening hiernaast zijn deze vier rotatie-assen rood getekend. E, F, G en H zijn hierbij de middens van de vier zijvlakken.

Beschouw bijvoorbeeld de (verticale) rotatie-as DE. Door eenderde slag te draaien gaat A over in B, B in C en C in A. D ligt op de rotatie-as en blijft dus op zijn plaats.
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Door tweederde slag te draaien gaat A over in C, enz.

Er zijn dus 2 rotaties mogelijk van de tetraëder met een van deze vier (rode) rotatie-assen, dus 8 rotaties.

Maar zijn er meer? Ja! Verbind de middens van twee elkaar kruisende ribben!

Hiernaast is de rotatie-as door de middens van AB en CD getekend. Je ziet onmiddellijk dat door een halve slag te draaien de punten A en B in elkaar overgaan, immers AB is een lijnstuk en F is het midden ervan!.

Hetzelfde geldt voor C en D.

Samen betekent dit, dat de tetraëder in zichzelf overgaat! Moeilijk voor te stellen, maar goed na te bootsen door de tetraëder te bouwen van bijvoorbeeld satéstokjes en de lijn EF door een touwtje, waarom je de rotatie kunt uitvoeren.

In nevenstaande tekening zie je AC verhuizen naar BD.

Omdat er drie dergelijke rotatie-assen zijn (een per elkaar kruisende ribben), levert dit 3 rotaties op.

Samen met de eerder genoemde zijn er dus 8 + 3 = 11 rotaties waarbij de tetraëder in zichzelf overgaat.
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Toepassing 4, een opgave met een cilinder

Stel je hebt een doos met vierkant grondvlak (4 bij 4) en hoogte 6. Hierin beschouwen we de cilinder die in grond- en bovenvlak de zijden van de ribben raakt, en hoogte 6 heeft. Het is niet mogelijk zomaar zo'n cilinder te tekenen. Wel kunnen we de beide cirkels tekenen, en enkele beschrijvenden. Hiernaast is van de cilinder getekend: 

· de as: RS;

· grond- en bovencirkel;

· 4 beschrijvenden: IM, JN, KP, LQ.

De lichaamsdiagonaal AC snijdt de cilinder in de punten S1 en S2. Gevraagd wordt:

1. deze punten te bepalen.

2. de raakvlakken te tekenen aan de cilinder in deze punten.

De oplossing staat verderop in deze lesbrief.

Toepassing 5, een opgave met een kegel

Stel je hebt een balk ABCD.EFGH met vierkant grondvlak (6 bij 6) en hoogte 4.
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 We beschouwen de kegel met A als top en  grondcirkel met middelpunt D en DH als straal.

Het snijpunt van de grondcirkel met ribbe CD is punt I.

Aldus zijn AI en AH beschrijvenden van de kegel, die hiernaast staat getekend in ingenieursprojectie.

Gevraagd:

· Het snijpunten S van de kegelmantel met de lijn door D en F, dat tussen D en F ligt;

· Teken het raakvlak aan de kegel in S.

De oplossing tref je verderop aan.
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Toepassing 6, nog een opgave met een kegel

Hiernaast staat een kegel getekend (hoogte = TM = 6, straal grondcirkel = MA = 3) en een punt P buiten de kegel. Van de kegel zijn een aantal beschrijvenden getekend.

Om de ligging van punt P de verduidelijken, is de loodrechte projectie P1 van P op het grondvlak getekend. 

TM is de as van de kegel.

Gevraagd wordt, de vlakken te tekenen door punt P, die de kegel raken.
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De oplossing tref je verderop aan.

Toepassing 7, een bol tekenen

Een bol kun je niet perfect tekenen. Om een aardige indruk ervan te krijgen, teken je een aantal concentrische cirkels. Ga uit van enkele cirkels en roteer deze enkele malen om hun middellijn.

Hiernaast staat een kubus met een cirkel midden erin.

Ga de cirkel draaien met XZ als as, bijvoorbeeld om de 20(, 18 keer (dus precies één keer rond).

Doe dit ook met WY als as.
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Hierdoor ontstaat nevenstaande figuur.

Je kunt nog cirkels door de noordpool en zuidpool toevoegen. Teken eerst een cirkel door de polen, en roteer deze cirkel met de lijn door de polen als as.

Het resultaat tref je aan in de volgende tekening. Bij geschikt kleurgebruik spreekt de tekening voor zich.
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Hiernaast staat de bol, in ingenieursprojectie. Dat is ietwat duidelijker.

Achteraf kun je de kubus en alle hulppunten (op het middelpunt van de bol na) weghalen.
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Toepassing 8, een torus tekenen

Een torus ontstaat door een cirkel te draaien om een as die in het cirkelvlak ligt.

Hiernaast staat het resultaat.

Gestart is met een balk (6 breed bij 4 bij 4). Deze is getekend in militaire projectie voor een relatief fraai resultaat.

Er is een cirkel getekend die DH als diameter heeft. Deze cirkel is, in kleine stapjes, om CG gewenteld.
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Hiernaast tenslotte nogmaals deze torus, maar dan in driepunts perspectief, gezien vanuit positie (12, 11, 23). (Deze tekening kun je alleen maken wanneer de perspectief module is geïnstalleerd.)

(De open gaatjes zijn de middelpunten van de cirkels.)

Deze torus lijkt wel op een binnenband van een auto. Wanneer je begint met een kleinere cirkel of met de cirkel ver weg van de rotatieas, lijkt de torus meer op de binnenband van een fiets.

Oplossingen
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Toepasssing 1, doos met deksel

Punt H beschrijft een cirkelvormige baan met G als cirkelmiddelpunt en HG als straal.

Teken deze cirkel (bewerken, cirkelonderhoud, toevoegen, middelpunt + raaklijn; klik punt G en lijnstuk HD aan). 

Omdat deze cirkel in het achtervlak ligt, snijdt deze de lijn door C en D.

Vraag de snijpunten op (bewerken, puntonderhoud, benoem snijpunten, van cirkel met lijn, en selecteer de cirkel en lijnstuk CD.
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De snijpunten I en J worden toegevoegd. Zie tekening hiernaast.

Dus komt punt H terecht in J door de rotatie.

Herhaal deze procedure voor punt E.

Hierdoor krijg je de tekening hiernaast.

Het deksel komt uiteindelijk terecht 

in de positie FGJK. Teken dit deksel en geef het een passend kleurtje.
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Nu gaan we draaihoek ( HGJ bepalen.

Eerst rekenen we ( CGJ uit. Dit kun je het programma opvragen, maar je kunt het ook met een rekenapparaat. 

We werken in ( CGJ.

cos ( CGJ = 4 / 6  

    (  ( CGJ ( 48,2(.

    (  ( HGJ ( 270( - ( CGJ ( 221,8(.

Dit is de gevraagde draaihoek.
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Toepassing 4, snijpunt cilinder met lijn

De standaardmethode om een lijn met een object te snijden is:

· Bepaal een hulpvlak V, waar de lijn in ligt;

· Bepaal de snijlijn(en) van V met het object.

· Elke snijlijn snijdt de gegeven lijn in een gevraagd snijpunt.

In deze situatie krijgen we:

· Hulpvlak door AG is bijvoorbeeld ACGE. Je zou ook ABGH kunnen pakken, maar dit is ietwat onhandiger. Het gekozen vlak loopt evenwijdig aan de as van de cilinder en dit geeft voordelen.

· Vlak ACGE snijdt de grondcirkel van de cilinder in de punten U en V.

· Vlak ACGE snijdt de bovencirkel van de cilinder in de punten W en X.

· Teken de beschrijvenden VX en UW.

· VX snijdt AG in punt S1.

· UW snijdt AG in punt S2.

Toepassing 4, raakvlakken aan cilinder in S1 en S2
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Beschouw het bovenaanzicht. Hierin is de cilinder een cirkel en elk raakvlak een raaklijn.

Omdat de raaklijn loodrecht staat op de straal, kunnen we in het bovenaanzicht de raaklijnen eenvoudig tekenen: de groene lijnen staan in S1 en S2 loodrecht op de lijn door S1 en S2.

In de ruimtelijke figuur zijn dit de groene vlakken.

Toepassing 5, snijpunt kegel met lijn
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De standaardmethode om een lijn met een object te snijden is:

· Bepaal een hulpvlak V, waar de lijn in ligt;

· Bepaal de snijlijn(en) van V met het object.

· Elke snijlijn snijdt de gegeven lijn in een gevraagd snijpunt.

In deze situatie krijgen we:

Een handig hulpvlak door DF is bijvoorbeeld AFGD, omdat in dit vlak de as AD van de kegel ligt.

In dit vlak snijdt GD de grondcirkel van de kegel in de punten I en K. De lijnen AI en AK zijn de beschrijvenden die DF snijden. Zo is punt S het snijpunt van DF met AI.

(Het snijpunt met AK ligt buiten de figuur, ver weg.)
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Toepassing 5, raakvlak aan kegel in punt S

In elk geval ligt de beschrijvende AJ in dit raakvlak.

Ook de lijn die in het achtervlak aan de grondcirkel van de kegel raakt, ligt in dit  raakvlak.

We willen deze raaklijn tekenen met bewerken, lijnonderhoud, toevoegen, lijn door punt evenwijdig aan andere lijn. Hiertoe hebben we een lijn nodig, die loodrecht op DG staat.

Hier biedt een rotatie uitkomst. Draai deze lijn over 90( met AD als rotatie-as (afbeeldingen, rotaties, as = AD, hoek = 90(, roteer punt J). Dit levert lijnstuk DL op (groen getekend). Laat nu de lijn m door J tekenen, evenwijdig aan DL. Deze (groene) lijn snijdt CD in N en GH in P.

Vraag nu de doorsnede op van de balk met het vlak door A, N en P.

Dit groene vlak raakt de balk langs lijn AJ.

(Indien je deze opgave wilt maken vanuit een beginfiguur zonder computer als hulpmiddel, maak dan een basisfiguur in standaard projectie, zodat de grondcirkel van de kegel op ware grootte is, dus een echte cirkel in de tekening. Je kunt dan in punt J met je geodriehoek de lijn m door J, loodrecht op DJ tekenen, enzovoort.)

Toepassing 6, constructie raakvlakken aan kegel

We beginnen met het snijpunt te bepalen van lijn TP met het grondvlak. In (TMP snijden de lijnen TP en MP1 elkaar in punt Q.
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We gaan op zoek naar de raaklijnen aan de grondcirkel door punt Q. In het bovenaanzicht(linker tekening)  is dit het duidelijkst.

De raakpunten B en C vind je door de (rode) hulpcirkel te tekenen door M en Q. Bepaal hiervoor eerst het midden N van MQ.

De punten B en C kun je opvragen als snijpunten van de twee cirkels.

Tenslotte zijn de driehoeken TQB en TQA de twee raakvlakken.












































































